Une autre application de « la partie entière d’un réel »

La suite (un) définie par : un =  EQ \r(n) – E( EQ \r(n)), où E(x) désigne la partie entière du réel x, est équirépartie sur  [0; 1[.

Une suite (un) est équirépartie sur  [0; 1[  si pour tout  [a; b] 
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 [0; 1[   la suite (   EQ \f(vn;n) ) , où vn désigne le nombre des up ( [a; b] pour p 
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 n, converge vers b – a.

L’objet de cet article est la démonstration de l’équirépartition de la suite (un) définie par :

 un =  EQ \r(n) – E( EQ \r(n))

1)
 
Propriété 1 :

Si x et y désignent deux réels tels que x 
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 y et si q désigne le nombre d’entiers de l’intervalle 
 [x; y] , on a :  y – x - 1 < q 
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 y – x + 1

Preuve

On a :  [x; y] 
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Dans chacun des intervalles  [x + k; x + k +1[ il y a un entier et un seul. Seul, éventuellement,

le dernier entier de B n’est pas dans  [x; y], d’où : 

 y – x – 1 < E(y – x) 
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 q 
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 E(y – x) + 1
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  y – x + 1

2) [a; b] est fixé dans [0; 1[. n est un entier positif fixé et p 
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  EQ \d\ba5()\o((;\d\fo5() N) vérifie :  1 
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 p 
[image: image12.wmf]£

 n

up =  EQ \r(p) – E( EQ \r(p)). En posant  k = E( EQ \r(p)) on a : k 
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  EQ \r(p) 
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 k+1  
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 k² 
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 p < (k + 1)²  (1)

a 
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 b  
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  EQ \r(p) – k 
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 b  
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 (a + k)² 
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 p 
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 (b + k)²   (2)

En remarquant que up < 1 pour tout p, les inégalités (2) deviennent, pour b = 1 :

 (a + k)² 
[image: image25.wmf]£

 p < (1 + k)² 

De ce fait on a:  (2) 
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 (1) et k = E( EQ \r(p)).

En prenant le dernier k tel que :  k² 
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 n < (k + 1)²  
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   k 
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  EQ \r(n) < k+1  
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 k = E( EQ \r(n)), le nombre f(n) des up , p 
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  n , qui vérifient up 
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 [a; b] est donc majoré par le nombre g(n) des p qui vérifient (2) pour k variant de 1 à   E( EQ \r(n)).

D’après la propriété 1) on a :

g(n)
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E( EQ \r(n))+2
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E( EQ \r(n))+[E( EQ \r(n))
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(E( EQ \r(n))+1)](b-a)+ E( EQ \r(n))

De  EQ \r(n) – 1 
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 E( EQ \r(n))
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 EQ \r(n)  on tire alors : 
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Si maintenant, dans (2), on fait varier k de 1 à E(  EQ \r(n-1) ) – 1 , f(n) est minoré par le nombre h(n) des p qui vérifient (2) et, d’après la propriété (1) on a : 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image45.wmf]£

 h(n) 
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 f(n)

En raisonnant comme plus haut on à encore :  
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On déduit de ces deux résultats : 
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= b – a   Ce qu’il fallait démontrer.
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