Fonction numérique de la variable réelle via un usge des TICE
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Résumé

Avec l'avenement des TICE, le milieu physique s’esnsidérablement enrichi
d’objets qui, contrairement aux objets statiquessgmt seuls disponibles avant cet
avenement, sont autant de virtualités dynamiquéanade potentialités de formes et
de configurations évolutives, éventuellement passitde concrétisation. Dorénavant,
l'activité de I'apprenant ne saurait étre mathéniatine que si elle est ponctuée par
une dialectique ‘configuration/dé-configuration’n &€e sens que la configuration
dynamique de points est alors une ‘monstrationjjuielque relation. Par contre, cette
monstration appelle de maniere nécessaire une ddraban. Dans cet article, nous
tentons de montrer en quoi les courbes de fonctionseriques de la variable réelle,
vues comme autant de captures de mouvements ds paoabiles, constituent, via les
logiciels de géométrie dynamique, un substrat pette dialectique.

Mots clés: capture du mouvement, géométrie dynamique, matieet, démonstration
dialectique ‘configuration/déconfiguration’.

Problématique

Le systeme d’enseignement des mathématiques marooanait des changements
notables induits par 'avenement des TICE en génétales logiciels de géométrie
dynamique en particulier. Un besoin de formatios eeseignants s’est ressenti, d’ou
des sessions successives de formation des ensiigdas futurs enseignants, et de
tous les acteurs impliqués. Des équipements néoessant mis a la disponibilité des
établissements. Or ces formations se centrent amgqot sur le matériel
accompagnant ces technologies et sur leur modepiberat non pas sur I'apport
épistémologique éventuel des variables didactigpesiotemporelles que ce matériel
rend désormais disponibles.



La géométrie est pourvoyeuse de moyens de moti@figzour les mathématiciens et
gagnerait, par conséquent, a étre outil d’enseignéniPar contre, pour les pratiques
scolaires, la géométrie est uniquement objet dignsenent. La géométrie s’est
émancipée de sa conception originelle, la mesuta tire, pour devenir, surtout via
ces logiciels qu'on appelle, a juste titre, logisi de géométrie dynamique, une
géométrie des virtualités de configurations de tsomt de directions. Cependant,
'usage de ces logiciels dans le milieu scolairesagrait étre efficient sans montrer,
les preuves a l'appui, qu’il peuvent porter a ldamce la caducité de certaines
pratiqgues enseignantes et de certains choix diples.

Deux conceptions de la fonction numérique de la veable réelle : une conception
sténographique et une conception kinesthésique.

La conception sténographique

Les pratiques scolaires font apparaitre les courbpeésentative§f de fonctions
numériquesf de la variable réellec comme résultat d’'un calcul : les courb@g
interviennent a la fin de I'étude des expressiamdydiques des fonctiong a la fois
comme resultat et comme illustration. Elles n'apssent point comme objets
d’étude et de description a part entiere. Les ce(lf sténographient alors un calcul
déroulé sur ces expressions et, ce faisant, dénotenconception de la notion de
fonction que nous proposons de qualifier de stapmiggue. Ces courbes peuvent
pourtant étre vues comme les sténogrammes de mewmemectilignes et participer
ainsi d’'une tout autre conception de la notion alection numérique de la variable
réelle : il s’agit de cette conception que nougppsemns de qualifier de kinesthésique.

La conception kinesthésique

Pour que les courbeSf soient des sténogrammes de mouvements rectilighes
serait nécessaire d'user du vocabulaire de la @atigoe, a coté du vocabulaire
spécifiqgue a I'étude de fonctions, dans la desoriptie la courbe de toute fonction
étudiée : dérivée et rapports des vitesses desspmiobilesM (0, f(x)), N(x, f(x)),
P(x,0), dérivée seconde et rapports des accélérationseslegpa@ints, entre autres
choses, doivent faire I'objet de reprises répétlesifier que la trajectoire du premier
point est évidemment contenue dans l'axe des ogb®ncelle du second dans la
courbeCf et celle du troisieme dans 'axe des abscisse$ ue€importance capitale
guoiqu’insoupconnée des pratiques scolaires. llegnde méme de la vitesse de
balayage de la surface comprise eififeet I'axe des abscisses par le segn&iM |
avec H(x,0) et M(x, f(x)). Ces éléments ne sont anodins qu'en apparends et i
constituent, du fait de cette illusion trompeuse, point aveugle des pratiques
scolaires. De ce fait, des pans entiers de l'apatlysthématique et des modeles
mathématiques restent, en tant qu’objet d’enseignéndes objets immotivés.

Nous tenterons de montrer que la concomitance eles donceptions est nécessaire
pour restaurer cette motivation qui, seule, estceptthle d’entrainer celle des

apprenants et d’instaurer une nouvelle structumaties contenus d’enseignement
suggérant enseigner autrement.



Un exemple archétype: un point ‘chutant’ comme mdéle géométrique
plausible du mouvement de corps en chute libre
Le plan étant rapporté a un repéere orthonoif@gr, ), g, un réel positif, I'on
considére les droite D et G déquations respectivesx = 1,G:y = —g.
représentées sur la feuille du papier comme suit :

|

Posons, pour tout point T sur [Ok); = t et T’, la projection orthogonale de T sur G,
I'on considere le rectangl@TT'0’. Si:

(0,7) est I'axe des temps ;
(0,)), l'axe des positions instantanées, trajectoir@ giaint mobile animé d’un

mouvement rectiligne d’accélératigng).

Il serait important de montrer que la surface megiaireOTT'0’ ‘balayée’ par le
segment'T’ de l'instant 0 a l'instant voit son airea’(t) varier avec une vitesse(t)

égale aTT’, soit a-g. Quel serait donc le lieu des poirft§ de (TT’) tels que

TT" = a'(t) : on s’intéresse ici a un procédé de genese pampgint de ce lieu pour
illustrer les configurations de points et la dislgee « configuration/dé-



configuration » qui, comme nous l'avons soulignédessus, fait pendant a la
dialectiqgue ‘monstration/démonstration’.

(0'T") coupe D en un poirti’ et (OH") coupe(TT’) en le pointT" cherché. Quand
parcourt[0I) ,H' étant un point fixe, le lieu des poirfts est la demi-droit§ OH").
Cette demi-droite est la caractéristigue de lass#einstantanée d'un des points
animés dans (OJ)€0,)), d'un mouvement dont la caractéristique de I'a@aélion
est la demi-droit¢0’H').

Il est intéressant d’envisager, de méme, le lieang#rique, quand T parcoydl/),
du pointM'de(TT") tel que avec
TM' = a(t)
a(t) ait a'(t)pour vitesse de variation al'instant ¢ .
a(0)=0

Puisque le lieu des poinfs' est la demi-droitdOH’), a(t) serait égale a l'aire du
triangleOTT".

La médiatrice du segmer'T"] coupe[TT"] en son milie”’, D en un poinM" et
(0)en un pointM". L'aire du triangleOTT"est égale a I'aire du rectangdT"'M""
et la demi-droitdOM™) coupe(TT") en le pointM 'cherché.

Le lieu géométrique du poiM’ est un segment de parabole (voir figure ci-degsous
Ce segment de parabole est la caractéristique diventent du poinM, projection
orthogonale dé1' sur(0J), quandrl parcourt[O]) avec une vitesse constante dont le
vecteur-vitesse est




Le point M s’éloigne de O dans le sens ‘haut-b@smesure que T s’en éloigne dans
le sens ‘gauche-droite’. si I'éloignement de T mis@él’écoulement du temps alors
M est un point qui ‘tombe’ avec une vitesse ingage proportionnelle au temps et
parcours des distances proportionnelle quant & alletemps au carré. Un dispositif
empirique adéquat peut devenir le discriminant erpEntal d'établissement de la
validité de cette construction du point M comme #is@dtion géométrique du
mouvement de corps en chute libre.

Chaque choix de la caractéristique de I'accélématio mouvement pose le probléme
de retrouver le procédé systématique de positioenesur I'axe des ordonnées du
point M dont c’est le mouvement via la positionghint T.

Une hypothese alternative a une hypothese institatinelle

Cet exemple archétype de capture de mouvement,cpiasdes exemples similaires,
n‘'ont pas fait explicitement leur apparition dantistoire des systemes de
'enseignement des sciences et des techniquesalerte discriminant expérimental
mentionné ci-dessus est l'incarnation méme du gaientifique. Ces systemes
fonctionneraient alors sous I'hypothése erronéeonselaquelle la conception
sténographique impligue la conception kinesthésigee la notion de fonction
numérique de la variable réelle. Les résultats tdets qui suivent, passés sur des
hordes d’étudiants marocains, sont autant devpeegue non seulement le systeme
marocain selon cette hypthese, mais que celletcireshypothese erronée.

Tests passés sur des hordes d’étudiants
Nous avons soumis aux étudiabt€ENCIES ES mathématiquesun premier test
gue nous avons nomme « situation du policier »

Enoncé

Ce schéma est censé représenter le parcours d’'un
automobiliste qui, aprés s’étre arrété et garé sdure
dans le bas-c6té d’'une route (une cachette), il a
redémarré sa voiture et repris sa route. Apres avoi
atteint sa vitesse de croisiére, il a observé delana
quelques centaines de metres, un obstacle (parp&em
un policier qui lui fait signe de s’arréter). Il lantit,

pour enfin s’arréter au niveau de cet obstacle.&éspun
arrét, il fit demi-tour pour rejoindre sa cachette

Questions :

Est-ce que le schéma représente effectivementite qu
est censé représenter ?

Sinon pourquoi ?

Si oui ou placeriez-vous I'obstacle (mettre unexcro
dans le schéma sur la position choisie et justifisze
réponse) ?



Nous leur avons soumis ce test sur le positionneratn de voir s’ils font un
distinction nette entre courbe représentative diametion numériqu de la variable
réelle et la trajectoire d’'un point mobile du plah,entre trajectoire et diagramr
Nous avons conclu, d'aprés la cueillette et I'gsal des résultats que
représentation que ces étudiants se font de ldbeair question ne lepermet pas de
la mobiliser commeoutil de détermination de la positi, a I'instanx, du point
mobile M(0,f(x)) sur I'axe des ordonnées, via le chemin liant, degtsordre, le:
points P(x,0), N(x,f(x)) et M(0,f(x)).

En effet, les étudiants ont placé I'obstesur la courbeaux points correspondant a
extrémums de la fonction, au lieu de le placell’axe des positions

Ces résultats alarmants nous ont poussés a imagmeutre test pour des élé
INGENIEURS (niveau un peu plus élevé que les licenciés es énaitiques de
différentes filiéres Electronique/Maintenance Industrielle ™ année ENIM),
Informatique (8™ année EMI), Télécommunication °™ année INPT),
CAPES/ECONOMIEGESTION (®*™ année ENSET),(voir énoncé de ce te:
nommeé «probleme des trail » ci-dessous).

Test: probleme des trains.

Enoncé
Deux trains roulent dans deux voies parall

et dans le méme sens, avec des vite
constantes respectivement, et v, données
telles queV > v , qui a instant connty se
positionnent dans deux endroits séparés d
distance connued. Il s’agit de détermine
l'instant et I'endroit ou le train a la gran
vitesse rattrape le train a petite vites
Question :

Les deux trains peuveils se encontrer ?

Si oui ; montrer comment.
Sinon : expliquer pourquoi ?

Ce probléme met en scéne deux trains qui roulamd daux voies paralleles et dan:

méme sens, avec des vitesses constV etv données telles qué>v et qui a instant
connuty se positionnent dans deux endroits séparés d’'wstande connud, et ou il

s’agit de déterminer I'instant et I'endroit ou taih & la grande vitesse rattrape le tra

la petite vitesse



Remarques:

Cet exercice est un probléme classique que toahede 8-9 ans saura résoudre.

Ce diagramme active, comme variable didactique alantande, I'animation, pour
développer chez l'apprenant, a propos des élémimdamentaux de géométrie
analytique, une conception qui en fait les élémenotsstitutifs de la stratégie optimale
de capture du mouvement.

Constat préoccupant

153 éléves ingénieurs sur 169, soit 90,53% defigtts n’ont pas su résoudre le
problemeQuant aux étudiants licenciés es mathématiquegidai totalité des
étudiants interrogés étaient incapables de regmoevdiagramme modélisant
I'évolution des deux trains.

Ces résultats révélent un fait : les pratiquesas@sd promeuvent une conception au
domaine d’efficacité trop limité de la fonction nérique de la variable réelle. Cette
notion fait les frais d'un obstacle didactique quaoncernerait les premiers
enseignements de l'analyse mathématique. Le seuwemale dévoiler et cette
conception et cet obstacle serait de proposer li@enative a la maniere avec laquelle
on aborde habituellement cette notion et ces ensgignts.

Les connaissances impliquées dans les tests semtsimples, voire triviales. Les
réponses obtenues montrent que, malgré cette sitdplies connaissances ne sont pas
intégrées par la majorité des étudiants. Nous esngue ceci constitue un argument
assez fort en faveur de I'approche que nous suggégoiant a I'enseignement de
'analyse mathématiques dans les écoles d’'ingénietilleurs : Il serait d’un grand
intérét d’'user du vocabulaire de la cinématiqueso8é du vocabulaire spécifiqgue a
'étude de fonctions, dans la description de coutbe fonctions numeériques de la
variable réelle, objets d’études. Comment et poniftju

Nous proposons d’accompagner l'introduction dedtam de fonction de la variable
nouvelle avec une notion qui lui est inhérente nyais les pratiques scolaires feignent
d’ignorer, il s’agit de cette notion que nous mitins « Capture cartésienne du
mouvement » que le tableau statique ne permet poigtie les logiciels de géométrie
dynamiques favorisent une simulation tres prochia déalité.



Solution du test, situation sur les trains, faite @ec le logiciel de géométrie
dynamique Geogebra.

Deux cas sont a envisager suivant 'avantage ar@ecau train de petite vitesse v .
1% cas : 'avantage accordé est en espace

Dans ce cas l'instant de départ est alors le mé&umelgs deux trains, mais les points
de départ sont espacés et celui du train de vitesseplacé devant celui de vitesse V
a une certaine distance d.

2°Mcas : I'avantage accordé est en temps:

Dans ce cas l'instant de départ n'est pas le mértrajn de vitesse v part le premier
avec une certain avance T sur le train de vitesse#is le point de dé part est le
méme pour les deux trains.

axe des positions x

position de ratirapage 4

r

d §

-0 axe des temps
instant de rattrapage

T Instant de rattrapage
{premier cas)

(second cas)

(La droite D1 est parallele a celle définie party=v
Et la droite D2 est paralléle a celle définie pavt)

L'avantage en temps est équivalent a l'avantage eespace si, pour les deux
avantages, le point ou le train de vitesse V rattfze le train de vitesse v est le
méme



Voici une solution animée de I'exerciutilisant lelogiciel de géométrie dynamiqt
Geogebra (voir ci-apres)

=
R

\

Ta

/
an
P

Figure animée représentant le va etient de deux trainsnavettes

Les deux courbes représentent les positions regpecte chacun des deux tre
Aux points d’intersection des deux courbes corradpat, dans I'axe dans I'axe ¢
ordonnées, les points de dépassement du trainathel@vitesse V le train de peti
vitesse v. un point a I'allée, un autre au retour. Et ilsrleorrespondent, dans I'a
des abscisses, les instants ou ces dépassemeriisuorites deux trains font di
allers-retours.

Le petit cercle représente le chroretre.

La résolution de I'exercice des deux trains, dassdeux propositions, n’interpe
gue des connaissances exigibles de I'éleve dugm
Bien que cet exercice fait objet de I'enseignengentycle fondamental (le primaire

. : : a . .
en manipulant laotion de vitessev = ~, ol d est une distance et t est le temps),

la représentation graphique le modélisant n’apparauicun niveau de I'enseignem
des mathématiques.

Intégrer les TICE dans l'enseignement /apprentessdgs mathématiques cC't
intégrer de telles situations problemes, impossiblant 'avenement de la nouve
technologie.



Conclusion
Avant l'avenement des logiciels de géométrie dyinaey la configuration des
théoremes et des structures mathématiques pewdrafaun obstacle a l'activité
d’abstraction nécessaire pour rendre intelligibbes théorémes et structures : le
caractere foncierement  statique de la configpmabermise par les outils d’alors
risque de rendre les notions mathématiques caodgufortement rattachées aux
conditions référentielles particuliéres de la cgafation. Les TICE détruisent ce
risque quand les figures sont bien pensées, dibegnnent autant de systemes
dynamiques et les calculs et démonstrations doipariiciper de la dé-configuration
nécessaire a l'abstraction: une dialectique ‘cumhtion/dé-configuration’ doit
ponctuer I'activité mathématicienne de I'apprenddinon, comme le montre les
résultats du questionnaire présenté ci-dessousltlcformel seul risque de se
constituer en un obstacle didactique tenace.
Apres la généralisation des TICE la cherté d’invede mouvement en question n’est
plus de mise, puisque les TIC permettent de maljlida le mouvement de la souris,
la 4°™ dimension, le temps, comme on le voit & traversdinple des deux trains.
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